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TRACCE DELLE PROVE D’ESAME ESTRATTE A SORTE

prima prova scritta

Tracce prima prova
Serie di tracce B

II/La candidato/a svolga uno dei seguenti temi.

B 1) Si dia un esempio di problema applicativo delle scienze o della tecnologia che possa

essere modellizzato tramite equazioni alle derivate parziali o/e tramite il calcolo delle variazioni.
Se ne discutano problemi modellistici e tecniche analitiche.

B2) Per un problema di programmazione lineare intera (PLI):

fornire la generica formulazione;

fornire le definizioni di valid inequality e convex hull;
presentare possibili lower e upper bounds;

fornire almeno un esempio di applicazione di problema di PLI.

a0 o e

B3)Si discutano alcuni aspetti del concetto di stabilita per metodi numerici nella
matematica applicata.

seconda prova scritta — SERIE DI ESERCIZI “D”



[1/La candidato/a svolga una delle seguenti tracce.

Esercizio D.1 Si consideri il problema differenziale ai limiti

—au”(z) + pu'(z) =1, z€(0,1)
w(0) = u(1) =0,

cona,f€R, a>0.

(i) Si tracci il grafico della soluzione u(z) al variare dei parametri o e .

(i) Suddiviso l'intervallo [0,1] con passo uniforme h = 1/N, (N intero,
N > 2), si indichi con z; = ih 1'i~esimo punto della suddivisione. Si
consideri il seguente schema alle differenze finite:

..|..

—Ui—1 + 2u; — Ui Uil — Ui—1
=1
“ h? T !

ug = uy = 0,

dove u;, ¢ = 0,..., N, rappresenta l’approssimazione della soluzione
u(z) nel punto z;.

Si discutano le sue caratteristiche al variare dei parametri o e 3.

(iii) Nel caso o < ||, si proponga un metodo alternativo (non necessaria-
mente alle differenze finite), motivandone la scelta.

Esercizio D.2 Si consideri uno specifico problema di ottimizzazione e:

e si descriva in modo strutturato (ad esempio con diagramma blocchi,
oppure in pascal-like, oppure per passi) un algoritmo risolutivo esatto;

e si presenti il processo di test e validazione dell’algoritmo (istanze e tipo
di sperimentazioni), spiegandone la logica e gli obiettivi;

e si presenti, in forma generica, la struttura di una o piu tabelle di risul-
tati.



Esercizio D.3

A. Sia f : R — IR. Dire per quali « > 0 e L > 0 la condizione
|f(z) — f(y)| < Llz — y|* per ogni z,y
garantisce |'esistenza di un punto fisso per f.

B. Determinare esistenza ed andamento asintotico delle soluzioni globali
u: IR — IR, u = u(t), del problema di Cauchy

u = t3u? cos?u
u(0) = ug

in dipendenza del dato iniziale.



TRACCE DELLE PROVE D’ESAME NON ESTRATTE

Tracce prima prova
Serie di tracce A

Il/La candidato/a svolga uno dei seguenti temi

Al) Per un problema di programmazione lineare (PL):

fornire la generica formulazione;

discutere le assunzioni su cui si fonda un problema di PL;
formulare le principali proprieta di cui gode un problema di PL;
fornire almeno un esempio di applicazione di problema di PL.

a0 oo

A2) Si consideri un problema applicativo nell'ambito delle scienze o dell'ingegneria e se

ne presenti un modello matematico. Si proponga un metodo appropriato per la sua risoluzione
numerica, mettendone in luce le proprieta, eventuali limiti e possibili rimedi.

A3) La convoluzione e sue applicazioni.

Tracce prima prova
Serie di tracce C

II/La candidato/a svolga uno dei seguenti temi.

c1) Si discutano aspetti teorici e implementativi di metodi numerici per I'approssimazione

della soluzione di equazioni alle derivate parziali ellittiche.

CZ) Proiezioni in spazi di Hilbert e applicazioni.

C3) Si consideri un contesto applicativo da cui sorga un problema di ottimizzazione e quindi:

a. descrivere il contesto applicativo considerato;

b. fornire una descrizione e formulazione del problema di ottimizzazione;

c. discutere vantaggi e limiti del problema di ottimizzazione per il contesto applicativo considerato;

d. discutere la relazione fra la soluzione del problema di ottimizzazione e altri aspetti del contesto
applicativo.
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TRACCE DELLE PROVE D’ESAME

NON ESTRATTE PER SECONDA PROVA SCRITTA:
SERIE DI ESERCIZI “E”

SERIE DI ESERCIZI “F”



Il/La candidato/a svolga una delle seguenti tracce.

Esercizio E.1 Sia A una matrice a cocflicienti reali definita positiva e si
consideri il problema ai valori iniziali

Y'(t) = —AY(t) + F(t), t>0, Y(0)=Y". (1)

Siano poi A;, Ay due matrici definite positive tali che A = A; + A,. Per un
passo di discretizzazione At > 0, si definisca t, = nAt, n > 0. Sia inoltre
U® = Y?. Si consideri il seguente schema per ’approssimazione di (1):

Un+1/2 _yn

T

+A1Un+l/2+A2Un =Fn+1/2

pn+l _ ynt1/2

+ AU AU = 2
conn>0,7=At/2e F'*Y2 = F(t, + 7).

(i) Si determini 'ordine dell’errore di troncamento locale dello schema.

[suggerimento: si elimini U™+1/2]
(ii) Si discuta in quali casi uno schema di questo tipo pud essere conveniente.

(iii) Nel caso in cui F sia indipendente dal tempo, lo schema proposto
puo essere usato come schema iterativo per la risoluzione del problema
stazionario

AY = F.

Se ne dimostri la convergenza. Come & ragionevole scegliere 7 in questo
caso?



Esercizio E.2 Si consideri uno specifico problema di ottimizzazione e:

e si descriva in modo strutturato (ad esempio con diagramma blocchi,
oppure in pascal-like, oppure per passi) un algoritmo euristico di tipo
local search;

e si presenti il processo di test e validazione dell’algoritmo (istanze e tipo
di sperimentazioni), spiegandone la logica e gli obiettivi;

e si presenti, in forma generica, la struttura di una o piu tabelle di risul-
tati.

Esercizio E.3 A. Sia o > 0. Determinare se esiste il minimo

N N
min{z |zk]* : N € N, sz = 1},
k=1 k=1

e calcolarlo.

B. Sia f : R — R una funzione Lipschitziana, n € N e zy € R. Discutere
I'esistenza di una successione {z} : k € N} tale che

Thi = T + 1+ f(@h4)
Ty = To.

Definita la funzione costante a tratti u, : [0,+00) — R da u,(t) = z} se
k < nt < k+1, discutere la convergenza di u,, per n — 400 e caratterizzarne
il limite.



I1/La candidato/a svolga una delle seguenti tracce.

Esercizio F.1 Dato il sistema di equazioni differenziali per y(t) € R"

y'(t) = ft,y(), t >ty
y(to) = ¥°

e data una sua discretizzazione mediante lo schema di Eulero implicito

un—+—1 —u"

= f(tn+1 ) un+1)

0
T 3 TLZO, u =y,

dove 7 > 0 ¢ il passo di discretizzazione, t,, = to-+n7, e u” & I’approssimazione
di y(¢) al tempo t,, il candidato discuta i seguenti casi:

(i) Dato il sistema

Wt =~ + ()
WO = -tul - cul),  t>t=1
si dimostri che la soluzione verifica
[ @)1 + 1) < 1971 + w2l

Si dimostri che la soluzione approssimata con il metodo di Eulero im-
plicito verifica
n|2 n|2 02 02
ul|* + Juz]® < Jug|* + |ug|®,
e si commenti il risultato.

(ii) Dato il sistema

n(t) = wa(t)
vt) = —kul(t), t >t =0,

si dimostri che 2k2[y;(t)[* + 2|y2(t)|? ¢ invariante in tempo.

Introdotto lo schema di Eulero implicito, cosa si puo dire dell’analoga
proprieta per la soluzione approssimata e delle conseguenze sul suo
comportamento?



Esercizio F.2 Si consideri uno specifico problema di ottimizzazione e:

e si descriva in modo strutturato (ad esempio con diagramma blocchi,
oppure in pascal-like, oppure per passi) un algoritmo euristico ispirato
a uno schema metaeuristico;

e si presenti il processo di test e validazione dell’algoritmo (istanze e tipo
di sperimentazioni), spiegandone la logica e gli obiettivi;

e si presenti, in forma generica, la struttura di una o piu tabelle di risul-
tati.

Esercizio F.3 A. Siano o, 5 € Re f:(0,1] — R definita da
. 1y\8
flz) = lxsm(—;).

T

Dire per quali «, 5 il grafico di f ha lunghezza finita.

B. Discutere |’esistenza o meno delle soluzioni del problema di minimo

min{/_1 lz||u'(2)|?dz : uw € C*(-1,1) N C°([-1,1]) u(—-1) =0, u(l) = 2}-
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